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Résuḿe :
Le contr̂ole de vibrations des structures mécaniques est un sujet important pour la préservation de leur intégrité physique.
Une des ḿethodes les plus efficaces dans de domaine est le contrôle actif. Cette efficacité requiert un mod̀ele nuḿerique
satisfaisant. Il peut̂etre obtenu par recalage, comme la méthode baśee sur l’erreur en relation de comportement modifiée.
Comme beaucoup d’autres méthodes de recalage, elle peut s’avérer très côuteuse. Pour aborder cette difficulté, nous
utilisons une ḿethode avec des modules sur un anneau de polynômes tronqúes multivariables, la ḿethodéeléments finis
sur anneau polyn̂omial. Dans cette technique, les scalaires devant les vecteurs de la basé léments finis sont des polynômes
en plusieurs variables d’intérêt. Nous illustrons la faisabilité de cette ḿethode sur le recalage de paramètres de raideur
d’une structure ḿecanique. Cette ḿethode peut̂etreétenduèa des param̀etres de masses ou d’amortissement etégalement
à des param̀etres sur les conditions limites.
Abstract :
Vibration control of mechanical structures is an importantissue for the preservation of their structural health. One of
the most efficient method in this domain is the active vibration control technique. This efficiency requires a satisfactory
numerical model of the structure. To obtain such a model, a model updating method can be used, like the technique based
on the modified constitutive relation error principle. Likemany others the existing model updating strategies, it can be
very expensive. To deal with this issue, we use a technique with modules over a ring of truncated polynomials in multiple
variables, the finite element method over a polynomial ring.I this method the scalars in front of the vectors of the finite
element basis are polynomials in multiple variables of interest. We illustrate the method with the stiffness updating of a
structure. The method can be extended to mass or damping parameters and also to boundary condition parameters.
Mots clefs : Recalage de mod̀eles, Erreur en relation de comportement, Analyse multivariables, An-
neau de polyn̂omes
1 Introduction
En mécanique, les principaux champs de recherche dans l’élaboration de systèmes intelligents sont notament
la préservervation de la santé, le contrôle de forme et l’amortissement actif des vibrations pour le matériel
embarqué notamment. Durant les différentes phases de vol(décollage, aterrissage, . . .), le matériel embarqué
peut subir des vibrations qui peuvent l’endommager. La réponse classique d’un contrôle passif des vibrations
ne fonctionne que sur une plage de fréquences limitée et accroı̂t significativement la masse. Le contrôle actif
permet une réduction des vibrations sur une large bande fr´equentielle avec un faible ajout de masse. Cependant,
le calcul des sollicitations à exercer sur la structure à contrôler requiert un modèle numérique satisfaisant, qu’on
peut obtenir par recalage par exemple.
Un état de l’art du recalage de modèles peut se trouver dans[1]. Les méthodes existantes peuvent se séparer
en deux catégories : les méthodes dites directes [2, 3], qui ne prennent pas en compte l’origine physique
des modifications et les méthodes dites paramétriques. Dans cette catégories, on peut distinguer plusieurs
méthodes : Modal Assurance Criterion [?, ?], résidus en entrées [4, 5], résidus en sortie [6, 7] ou encore la
méthode basée sur l’erreur en relation de comportement. Lprincipe de cette stratégie consiste à diviser les
équations du problème en deux groupes, les équations fiables et les équations moins fiables. Puis des champs
mécaniques qui vérifient les équations fiables sont cherchés afin de réduire le résidu sur les équations moins
fiables et la distance entre le modèle numérique et les essais. Comme d’autres techniques de recalage très
répandues, le calcul de la fonction objectif peut s’averertrès coûteux.
Pour contourner cet obstacle, deux familles d’approches existent. Premièrement, la famille regroupant les
réductions de modèles mécaniques permet de réduire le nombre de degré de liberté du modèle. On peut par
exemple réduire la structure à ses modes propres compris dans une bande fréquentielle d’interêt [8]. Une autre
possibilité consiste à utiliser une méthode de condensation. Deuxièmement, la famille regroupant les approches
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FIG. 1 – Le domaine d’étude
mathématiques du problème permet d’approximer la fonctiobjectif. On peut faire un développement en série
de Taylor de la fonction objectif ou bien construire une surface de réponse. La technique developpée ici utilise
un module sur un anneau de polynômes multivariables tronqués, la méthode éléments finis sur un anneau
polynômial (MEFAP).
Cet article va d’abord présenter l’erreur en relation de comp rtement modifiée appliquée au recalage de
modèles. Ensuite, il va introduire la méthode élément finis sur anneau polynômial. Enfin, il va illustrer l’u-
tilisation de la MEFAP pour le recalage des paramètres de rai ur d’une structure mécanique.
2 Présentation de la strat́egie de recalage
2.1 Probl̀eme de ŕeférence
Nous considérons une structure visco-élastiqueΩ (Fig. 1). Elle vibre pendant un intervalle de temps[0, T ].
Elle est soumise à une force volumiquef
d
. Un déplacementUd est imposé sur∂1Ω. Une force surfaciqueF d
est appliquée sur∂2Ω.
Le problème de référence consiste à trouver une solution s(M, t) = (U(M, t), σ(M, t),Γ(M, t)
)
(respective-
ment le déplacement, la contrainte, l’accélération),M ∈ Ω, t ∈ [0, T ] qui vérifie les conditions cinématiques :
U |∂1Ω = Ud (1)
les équations d’équilibre :
div σ + f
d
= Γ (2)
σ n|∂2Ω = F d (3)
les relations de comportement :
σ = K ε(U) + D ε(U̇) (4)
Γ = ρ Ü (5)
oùK est le tenseur d’élasticité,D est le tenseur d’amortissement etρ est la masse volumique. Ils peuvent être
définis avec un ensemble denp paramètres structuraux{α} = {αi}i=0,...,np−1.
Pendant une expérience, on mesure un déplacementU exp sur∂3Ω. On souhaite que la solutions(M, t) vérifie :
U |∂3Ω = U exp (6)
2.2 L’erreur en relation de comportement modifiée
Le concept de l’ERCM est le même que celui de l’ERC. Il est basé sur une séparation entre des équations
fiables et des équations moins fiables. La différence provient de la présence de l’équation (6), qui introduit une
distance entre le modèle numérique et les mesures. Pour unensemble de paramètres{α} donné, un champ de
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déplacementUad est dit cinématiquement admissible s’il vérife (1). Des champs de contrainte et d’accélération
σ
ad
,Γad sont dit dynamiquement admissibles si ils vérifient (2) et (3).
L’approche de l’ERCM consiste à trouver une solution admissible sad = (Uad, σad,Γad) qui minimise les
résidus sur (4),(5) et (6) :
e2({α}, s) = γ
∫ T
t=0
‖K ε(U )D ε(U̇ )−σ‖2dt + (1− γ)
∫ T
t=0







où γ ∈ [0, 1] et r sont des paramètres de poids. Le paramètrer p rmet de dire la confiance dans les mesures
expérimentales.
Dans le cas d’un régime permanent à la pulsationω, il est montré dans [9] que la fonction objectif peut être
réécrite :
e2ω({α}, s) = γ‖(K + Tω
2D)ε(U) − σ‖2 + (1 − γ)‖ρω2U − Γ‖2 +
r
1 − r
‖U − U exp‖
2 (8)
2.3 Forme discŕetisée de l’erreur
Pour des raisons de discrétisation, le problème peut être r´ écrit en termes de déplacement en introduisant
les champsV ad et W ad tels que les champs de contraintes et d’accélérations associé soient dynamiquement
admissibles :
div(K ε(V ad) + D ε(V̇ ad)) + fd = ρ Ẅ ad (9)
(K ε(V ad) + D ε(V̇ ad))n|∂2Ω = F d (10)
Pour aller plus loin, nous allons travailler avec une forme discrétisée de l’erreur. La forme discrète dee2ω({α}, s)
en fonction des vecteurs (notés{U},{V } et{W}) des inconnues nodales des champs de déplacementUad, V ad
andW ad est donnée par :
e2ω({α}, {U}, {V }, {W}) =
γ
2








⋆[G]{Π3U − Uexp} (11)
où ⋆ désigne la transposée du conjugué.[K],[D] and[M] sont les matrices de raideur, d’amortissement et de
masse discrétisées.Π3 est un opérateur de projection sur∂3Ω. La matrice[G] permet de quantifier l’erreur











De plus, la solution({U}, {V }, {W}) doit être cinématiquement admissible et doit donc vérifier :
Π1{U} = {Ud} (13)
([K] + iω[D]){V } − ω2[M]{W} = {F} (14)
oùΠ1 est un opérateur de projection sur∂1Ω et{F} est le chargement discrétisé. L’expression dee2ω({α}, s)
sous les contraintes d’admissibilité est obtenue en introduisant des multiplicateurs de Lagrange. Etant donné un
ensemble de paramètres{α}, on peut calculer{U},{V } et{W}. Les détails des calculs ne sont pas présentés
ici. Ils permettent de faire disparaitre le multiplicateurde Lagrange correspondant à l’équation (14) et les
changement de variables de({U}, {V }, {W}) vers({U}, {U − V }, {U − W}) apparait naturellement.̀A la













([K] + Tω2[D]) 1−γ
2
([K] + iω[D]) 0 0
−([K] + iω[D]) ω2[M] [K] + iω[D] − ω2[M] ΠT1




























Une fois les champs{U},{V } and{W} connus, la valeur de la fonction objectif au point{α} est calculé en
utilisant l’équation (11).
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3 La méthodeélément finis sur un anneau polyn̂omial
3.1 Principe
Considérons un problème discrétisé spatiallement ennddl degrés de liberté. Les mesures sont réalisées ànω
fréquences distinctes. Pour chaque ensemble de paramètres{α} donné qui décrit les matrices de raideur, de
masse et d’amortissement, le calcul de la fonction objectifrequiert lesnω solutions de systèmes linéaires de







La MEFAP permet de faire une approximation de l’erreur. Dansl méthode élements finis classique, un champ






où {Ψi(x)}i=0,...,nddl−1 est la base éléments finis, et les coefficientsui ont dans le corpsK, usuellement le
corps des réelsR ou le corps des complexesC. Dans la MEFAP, les coefficientsui sont maintenant dans un
anneau de polynômes multivariables tronqués, dont la structu e est décrite ci-dessous.
3.2 L’anneau polynômial
NotonsP(nd, nX , K) l’ensemble des polynômes ennX variables de degré maximalend à coefficients dans
K. Par soucis de simplicité, quand il n’y aura pas d’ambiguité, cet ensemble sera notéP dans le reste de cet










































α + β = i ⇐⇒ ∀s ∈ [0, . . . , nX − 1], αs + βs = is (22)
(P,+P , ∗P ) a alors les propriétés requises pour être un anneau.
4 Application de la MEFAP au recalage de structures
4.1 La stratégie
Au lieu d’avoir une description scalaire de l’ensemble desnp paramètres{α} décrivant la structure, nous
l’avons maintenant sous une forme denp polynômes
{α} = {α0 (1 + X0), . . . , αnp−1 (1 + Xnp−1)} (23)
dansP(nd, np, R). Etant donné une valeur initiale{α}0, on calcule une approximation de l’erreur dans
P(nd, np, R) :
e ≈ e0P (X) = e
0
P(X0, . . . ,Xnp−1) (24)
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FIG. 2 – Structure sur le banc d’essai
TAB . 1 – Propriétés matériau
Paramètre Valeur
Module d’Young 70 GPa
Module de cisaillement 26 GPa
Masse volumique 2700 kg.m−3
Amortissement en traction-compression0.7 MPa.s
Amortissement en cisaillement0.26 MPa.s
Le minimum local le plus proche de(0, . . . , 0) est ensuite calculé et appeléa1 = (a10, . . . , a
1
np−1). On peut
écrire une nouvelle valeur des paramètres
{α}1 = {α10 (1+X0), . . . , α
1










La méthode est répétée jusqu’à convergence. Elle est illu trée dans cette partie.
4.2 Présentation de l’exemple
Nous considérons une structure en aluminium composée d’une plaque principale et de deux bras cylindriques
(figure 2). La plaque principale mesure400mm de long,50mm de large et6mm d’épaisseur. Les bras ont
un diamètre de14mm et une longueur de200mm. Ils sont reliés à la plaque par un boitier de80mm de
long, 40mm de large et26mm d’épaisseur. Le matériau est considéré comme étant homogène isotrope. Ses
propriétés sont données dans le tableau (1).
Avec cette structure, nous avons testé notre méthode en recalant le module d’Young et le module en cisaillement
de la plaque principale. Pour définir l’erreur (16), nous avons choisi les fréquences où les bruits de mesures
étaient les plus faibles : les pics de résonances à 43 et 126 Hz.
4.3 Résultats
La valeur initiale des paramètres était{α}0 = {1, 1}. Le tableau (2) montre les mininimums des approxima-
tions successives. Avec des polynômes de degré 4, 2 approximations suffisent pour converger. La figure (3)
compare les fonctions de réponse en fréquence expérimentales, initiales et finales.
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TAB . 2 – Minima des approximations successives
i ai {α}i
1 (−0.1946, 0.1593) {0.805351, 1.15933}
2 (0.0075, 0.0009) {0.8116, 1.1604}
FIG. 3 – Fonctions de réponse en fréquence
5 CONCLUSION
Lors de précédents travaux, l’ERCM a été utilisée pourrecaler des structures de complexité industrielle. Pour
cela, la fonction objectif a très souvent été approximée grace à une réduction de modèle mécanique. Nous
avons introduit ici une méthode sur un anneau polynômial qui a conduit à une approximation mathématique
de l’erreur. Cette approche convient particulièrement aux problèmes de recalages multiples des structures. Elle
sera testée dans le cadre de structures dont les paramètres changent au cours du temps et dans le cadre de
familles de structures proches.
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